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Probleme de la contrélabilité



Définition de la contrélabilité

Q un ouvert de R”, w un ouvert de Q et T > 0.

Définition (Contrdlabilité de I'équation de la chaleur sur w en temps
T)

Pour toute condition initiale fo € L2(Q), il existe u € L3([0, T] x w) tel
que la solution f de :

of —Af=1,u
flaa =0
f(0) = fo

vérifie f(T) = 0.
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Q un ouvert de R”, w un ouvert de Q et T > 0.

Définition (Contrdlabilité de I'équation de la chaleur sur w en temps
T)

Pour toute condition initiale fo € L2(Q), il existe u € L3([0, T] x w) tel
que la solution f de :

of —Af=1,u
flaa =0
f(0)="fo

vérifie f(T) = 0.
Théoréme (Lebeau & Robbiano 1995, Fursikov & Immanuvilov

1996)

Soit Q un ouvert borné de R" de classe C2. Soit w C  un ouvert non

vide, et T > 0. L'équation de la chaleur est contrélable sur w en temps
T.



Inégalité spectrale
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Inégalité spectrale

Théoréme (Inegallte spectrale, Lebeau & Robbiano 1995)
Q ouvert borné C2 de R", w ouvert non vide de Q.

o« fonction propre de —/A\, valeur propre ).

’ Z EPon < CeK‘F’ Z EPton
A<Zp

[2(Q) [2(w

Dissipation de I'équation de la chaleur : fo = > akox
Ak >
tA £ |2 —2ut| £ )2
e folizq) < €™ folizq)

Dissipation > inégalité spectrale = contrdlabilité.
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Exemples d’'équations peu diffusives

e Chaleur fractionnaire (0; + (-A)*)f = 1,u (o <1/2)
Inégalité spectrale en /i, Dissipation en u®

e Grushin (9; — 92 — x?02)f = 1,u
Inégalité spectrale en u, Dissipation en

e Kolmogorov (0; — 92 — v20,)f = 1,u
Inégalité spectrale en y, Dissipation en /1
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e Chaleur fractionnaire (0; + (—A)*)f =1,u (o <1/2)
Inégalité spectrale en /i, Dissipation en u®

e Grushin (9; — 92 — x?02)f = 1,u
Inégalité spectrale en p, Dissipation en p

e Kolmogorov (0; — 92 — v20,)f = 1,u
Inégalité spectrale en y, Dissipation en /1

Théoréme
Ces équations ne sont pas contrélables. (Sauf*...)
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Equation de la chaleur fractionnaire

Q=R, w={[x] > €}, R(z) > 0.
Non contrdlabilité de 0; + z(—A)*

e Contrdlabilité < observabilité :
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Equation de la chaleur fractionnaire

Q=R, w={[x] > €}, R(z) > 0.
Non contrdlabilité de 0; + z(—A)*

e Contrdlabilité < observabilité :
(0 +2(-A)")g =0 = [g(T,")lez2(@) < lglez(o, T1xw)
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i 2 ix)? s 2a/p2a
g(t,x) _ Cheleo/h—x /Zh/ X(g)e—(g—/x) /2h—tZ|E+&o |/ h d¢
R

e Méthode du point col :

1
g(t,x)—0<|xooe Ct/h) x| > €
g(t,x) _ eixﬁo/hfx2/2h70(h2“) |X| < %)
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Chaleur fractionnaire sur T

e Périodiser g : g(t,x) = >,z &(t, x + 27k)

o Ci(E(t) = F(e(t,)(n) = Fleo)(me "™
g est solution !

e Dans |g|;2(7), seul le terme k = 0 compte

1 =@
g(t,x)=0 <|Xooe t/h) x| > €

g(t,x) _ eixgo/hfx2/2h7(9(h2”) |X| <



Equation de Kolmogorov

(0: —02+1v20,)g =0, Q=T xR, w=wy xR,
Composantes de Fourier

o g(t,x,v) = gu(t,v)e™, (8, — 02 + inv?)g, = 0
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Equation de Kolmogorov

(0: —02+1v20,)g =0, Q=T xR, w=wy xR,

Composantes de Fourier

g(t,x,v) = gy(t,v)e™, (0; — 02 + inv?)g, = 0
e e—Vin¥/2 fonction propre de —d2 + inv?, valeur propre /in
e—t\m+inx—mv2/2

g(t,x,v) =

Pareil que v/i(—A,)'/# mais avec une dimension supplémentaire

Cas Q =T, x (—1,1), : perturbation.
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Conclusion

e Equation peu dissipative : prendre n'importe quoi qui se concentre
e Equation critique (9; + v/—A, Grushin) : besoin de plus de structure

e Lien avec la condition de sous-ellipticité de Hérmander ?



Conclusion

e Equation peu dissipative : prendre n'importe quoi qui se concentre
e Equation critique (9; + v/—A, Grushin) : besoin de plus de structure

e Lien avec la condition de sous-ellipticité de Hérmander ?

That's all folks !
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