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Problème de la contrôlabilité



Définition de la contrôlabilité

Ω un ouvert de Rn, ω un ouvert de Ω et T > 0.
Définition (Contrôlabilité de l’équation de la chaleur sur ω en temps
T )
Pour toute condition initiale f0 ∈ L2(Ω), il existe u ∈ L2([0,T ]× ω) tel
que la solution f de :

∂t f −∆f = 1ωu

f|∂Ω = 0

f (0) = f0

vérifie f (T ) = 0.

Théorème (Lebeau & Robbiano 1995, Fursikov & Immanuvilov
1996)
Soit Ω un ouvert borné de Rn de classe C 2. Soit ω ⊂ Ω un ouvert non
vide, et T > 0. L’équation de la chaleur est contrôlable sur ω en temps
T .
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Inégalité spectrale

Théorème (Inégalité spectrale, Lebeau & Robbiano 1995)
Ω ouvert borné C 2 de Rn, ω ouvert non vide de Ω.
φk fonction propre de −∆, valeur propre λk .∣∣∣ ∑

λk≤µ

akφk

∣∣∣
L2(Ω)

≤ CeK
√
µ
∣∣∣ ∑
λk≤µ

akφk

∣∣∣
L2(ω)

Dissipation de l’équation de la chaleur : f0 =
∑
λk>µ

akφk

|et∆f0|2L2(Ω) ≤ e−2µt |f0|2L2(Ω)

Dissipation � inégalité spectrale =⇒ contrôlabilité.
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Équations peu diffusives



Exemples d’équations peu diffusives

• Chaleur fractionnaire (∂t + (−∆)α)f = 1ωu (α ≤ 1/2)
Inégalité spectrale en

√
µ, Dissipation en µα

• Grushin (∂t − ∂2x − x2∂2y )f = 1ωu
Inégalité spectrale en µ, Dissipation en µ

• Kolmogorov (∂t − ∂2v − v2∂x)f = 1ωu
Inégalité spectrale en µ, Dissipation en

√
µ

Théorème
Ces équations ne sont pas contrôlables. (Sauf...)
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Équation de la chaleur fractionnaire

Ω = R, ω = {|x | > ε}, <(z) > 0.

Non contrôlabilité de ∂t + z(−∆)α

• Contrôlabilité ⇔ observabilité :
(∂t + z̄(−∆)α)g = 0 =⇒ |g(T , ·)|L2(Ω) ≤ |g |L2([0,T ]×ω)

• g0 qui se concentre en 0 : g0(x) =

χ(hDx − ξ0)

e−x
2/2h

+ixξ0/h

g(t, x) = che
ixξ0/h−x2/2h

∫
R
χ(ξ)e−(ξ−ix)2/2h−tz̄|ξ+ξ0|2α/h2α

dξ

• Méthode du point col :

g(t, x) = O
(

1
|x |∞

e−ct/h
)

|x | > ε

g(t, x) = e ixξ0/h−x
2/2h−O(h2α) |x | < ξ0

4
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Chaleur fractionnaire sur T

• Périodiser g : g̃(t, x) =
∑

k∈Z g(t, x + 2πk)

• cn(g̃(t, ·)) = F(g(t, ·))(n) = F(g0)(n)e−t|n|
2α

g̃ est solution !

• Dans |g̃ |L2(T), seul le terme k = 0 compte

g(t, x) = O
(

1
|x |∞

e−ct/h
)

|x | > ε

g(t, x) = e ixξ0/h−x
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Équation de Kolmogorov

(∂t − ∂2v + v2∂x)g = 0, Ω = Tx × Rv , ω = ωx × Rv

Composantes de Fourier

• g(t, x , v) = gn(t, v)e inx , (∂t − ∂2v + inv2)gn = 0

• e−
√
inv2/2 fonction propre de −∂2v + inv2, valeur propre

√
in

• g(t, x , v) = e−t
√
in+inx−

√
inv2/2

• Pareil que
√
i(−∆x)1/4 mais avec une dimension supplémentaire

• Cas Ω = Tx × (− 1, 1)v : perturbation.
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Conclusion



Conclusion

• Équation peu dissipative : prendre n’importe quoi qui se concentre

• Équation critique (∂t +
√
−∆, Grushin) : besoin de plus de structure

• Lien avec la condition de sous-ellipticité de Hörmander ?

That’s all folks !
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