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Probleme de la controlabilité



Définition de la controlabilité

Q un ouvert de R", w un ouvert de Q et T > 0.

Définition (Controlabilité la chaleur sur w en temps T)
Pour toute condition initiale fo € L?(2), il existe u € L%([0,T] x w) tel

que la solution f de:

of — Af =1,U, flaa =0, f(0)=Tfo

verifie f(T) = 0.
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que la solution f de:
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verifie f(T) = 0.

Théoréme (Controlabilité de la chaleur?)
Q un ouvert borné de R" de classe C2, w € Q un ouvert non vide, et

T > 0. L'équation de la chaleur est contrélable sur w en temps T.
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EDPs paraboliques dégeneérees



Exemples d’EDP paraboliques dégénérées

Exemples

- Equation de Grushin : (8; — 0} — X*&)f = 1,u
- Equation de Kolmogorov : (8 — 82 + v20x)f = 1,u
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Non controlabilité de 'équation
de Grushin : heuristiques
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- But: nier l'inégalité d’observabilité (équivalente a la
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- But: nier l'inégalité d’observabilité (équivalente a la
controlabilite)

fraopsc| i

[0,T]xw

- \n premiére valeur propre de —82 + (nx)? avec conditions de
Dirchlet sur (—1,1); v, la fonction propre associée

* Vn(x)e" est une fonction propre de —87 — x*8; pour la valeur
propre A,

- Approximation de —82 + (nx)? on (—1,1) par lui-méme sur R : on
s'attend a v, ~ (%)1 “em¢/2 ot A,y ~ 1

- Inégalité d'observabilité pour f(t,x,y) = 3 a,va(x)e™
heuristiques A\ = net [vyvy =1:

/ ‘Z ane—nTeiny
T

2 . 2
dy <c¢C ape~"e!™| dtdy

[0,T] X wy ’



Le modéle: D = v/—A

Théoréme _ _ .
Let H={}",50ane™,>" |an]> < +00} et D> ane™ =" na,e™. Soit
w un ouvert strict du cercle unite.

L'équation &:f + Df = 1,u n’est jamais controlable.



Le modéle: D = v/—A

Théoréme _ _ .
Let H={}",50ane™,>" |an]> < +00} et D> ane™ =" na,e™. Soit
w un ouvert strict du cercle unite.

L'équation &:f + Df = 1,u n’est jamais controlable.

Inégalité d'observabilité f(t,y) = 3. a,e~ e :

. 2
ape "W dy < C/
/T'Z ! [0,T]xw Z

C'est l'inégalité d'observabilité approchée pour Grushin!

2
dtdy

ame—nteiny




Démonstration de la non-controlabilité du modele

Inégalité d'observabilité avec f(t,y) = 3" a,e~"te :

Z ‘aﬂ|2€72nT < C/

[0,T]xw

2

‘ ape~"e™| dtdy
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Démonstration de la non-controlabilité du modele

Inégalité d'observabilité avec f(t,y) = 3" a,e~"te :
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[0,T]xw

2

‘ ape~"e™| dtdy

Soitz=e~" = p+ivetf(z) =35 002"

w
[ r@F duaw
2eD(0,e-T) 4
y

< [ @R dudv

zeD

Faux d'apres le théoréeme de Runge (prendre fy — 1/z
uniformément sur tout compact de C\ e?R,) O



Démonstration de la
non-controlabilite de l'equation
de Grushin




Difféerences entre le modele et Grushin

Inégalité d’observabilité « holomorphe » (qu’on sait fausse) :
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Difféerences entre le modele et Grushin

Inégalité d’observabilité « holomorphe » (qu’on sait fausse) :

2
Z|an\2e’m < C/ ‘Zanznq‘ dpdr
D

Inégalité d'observabilité pour Grushin

cletAp=n+ppandz=p+iv:

1

> lanfem?Mem?T < C/ / ‘Zw(x)anz””lzlp”

—1zeD

2
dpdy dx

- Solution :
- e~?»T 3 gauche : pas un probléme
- Considérer x comme un paramétre
- Démontrer

S vl an”

<C’ anz"
Loo(D) = 2 ar )



L'estimation technique : analyse complexe

Théoréme (LeRoy & Lindelof 1906)
Soitv: {R(z) > 0} — C une fonction holomorphe bornée. Alors

K(z) = > p07(n)z" s'étend analytiquement sur C\ [1,400).
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continuité en ~
- démontrer que v,(x)|¢|P" = v(n) (analyse spectrale)



L'estimation technique : analyse complexe

Théoréme (LeRoy & Lindel6f 1906)
Soitv: {R(z) > 0} — C une fonction holomorphe bornée. Alors

K(z) = > p07(n)z" s'étend analytiquement sur C\ [1,400).

+ affaiblir legerement les hypothéses sur v et démontrer de la

continuité en ~
- démontrer que v,(x)|¢|P" = v(n) (analyse spectrale)

cavecf(z) => anz": a

1 [ 1)
> v(Manz" =3 v(n) 5~ e 4
1 1 V4
=5 $, ¢ (£) 0

- changer de chemin d'intégration :

Sz = 5 ¢4k (2) rorac




L'inégalité technique : de l'analyse spectrale

Théoreme . o . ‘
Il existe v satisfaisant les hypotheses du theoreme de LeRoy-Lindelof

tel que :
Va(X)[¢IP" = y(n)



L'inégalité technique : de l'analyse spectrale

Théoreme . o . )
Il existe v satisfaisant les hypotheses du theoreme de LeRoy-Lindelof
tel que :

Va(X)[¢IP" = y(n)
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L'inégalité technique : de l'analyse spectrale

Théoréme

Il existe ~ satisfaisant les hypotheses du théoreme de LeRoy-Lindelof
tel que :

Va(X)[¢IP" = y(n)
Démonstration.
- Asymptotique pour la premiére valeur propre de —82 + (ax)?
avec a complexe
©pourtout0 <o <7

4
Pa ~ 7043/2e—o¢
|| =00 \/77'
| arg(e)| <6

- pour Vv, (x) : inégalité d’Agmon O
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Equation de Kolmogorov

(0 — 92 4+ Vv*9)g =0

Idée de la démonstration

- si g = ga(t,v)e™, alors (0 — 92 4 inv?)g, = 0
©gp~e inv¥/2—int
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Equation de Kolmogorov

(0 — 02 +Vv*9,)g =0

Idée de la démonstration
- si g = ga(t,v)e™, alors (0 — 92 4 inv?)g, = 0
©gp~e inv¥/2—int
- pour la variable x, Kolmogorov ~ d; + Vi(—A)"/*
- moins dissipatif que 9; +v/—A
- idée : optique géométrique : prendre e=x72n+xé/h

- asymptotiques : méthode du point col



Conclusion




Quelques problémes ouverts

- Autres domaines w?

- Techniques par séries de Fourier : ca marche, mais seulement
pour les domaines rectangulaires
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opérateur non-autoadjoint)
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- Démonstration trés spécifique au potentiel x> dans ['équation
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- Le théoréme de LeRoy-Lindelof nécessite de l'analyse spectrale
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That's all folks!
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