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Introduction



Controlabilité de I'équation de la chaleur

Q domaine de R, w un ouvert de Q and T > 0.

Définition (Controlabilité a zéro de I'équation de la chaleur sur w en temps T)

Pour toute condition initiale fo € L2(Q2), il existe un controle u € L?([0, T] x w)
tel que la solution f de :

of — Af =1,U, flaa =0, f(0)="fo

verifie f(T,-) = 0 sur Q.
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Q domaine de R, w un ouvert de Q and T > 0.

Définition (Controlabilité a zéro de I'équation de la chaleur sur w en temps T)

Pour toute condition initiale fo € L2(Q2), il existe un controle u € L?([0, T] x w)
tel que la solution f de :

of — Af =1,U, flaa =0, f(0)="fo
verifie f(T,-) = 0 sur Q.

Théoréme (Controlabilité a zéro de la chaleur (Lebeau & Robbiano 1995,
Fursikov & Imanuvilov 1996))

Q un ouvert borné connexe de classe C> de R", w un ouvert non vide de Q, et
T > 0. L'équation de la chaleur est controlable a zéro sur w en temps T.



Notion d’équation peu diffusive
Equation de la demi-chaleur et équation de Grushin

Equation de la chaleur fractionnaire et équation de Kolmogorov

Conclusion



Notion d’équation peu diffusive



Observabilité : une notion duale a la controlabilité

Théoréme (Equivalence entre observabilité et contrélabilité)

- L'équation df — Af = 1,,u est contrélable a zéro sur w en temps T
si et seulement si

- il existe C > 0 tel que pour toute solution de 9:g — Ag = 0,

l9(T, ')|52(Q) < C|gﬁ?([0,T]><w)'



Observabilité : une notion duale a la controlabilité

Théoréme (Equivalence entre observabilité et contrélabilité)

- L'équation df — Af = 1,,u est contrélable a zéro sur w en temps T
si et seulement si

- il existe C > 0 tel que pour toute solution de 9:g — Ag = 0,

l9(T, ')|52(Q) < C|gﬁ?([0,T]><w)'

Remarque o o . R o
Dualité observabilité/controlabilité : phénomeéne général



Méthode Lebeau-Robbiano 5

Théoréme (Inégalité spectrale, Lebeau & Robbiano 1995)
Q un ouvert borné connexe de classe C> de R", w un ouvert non vide de Q.
o les fonctions propres de —A, de valeurs propres .

< Kf‘
’ > amlm Ce Z ardr
A<

L2(w)
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- Permet de contrdler a zéro les fréquences A\, < a0

- Dissipation de l'équation de la chaleur: fo = > apor
AR> 1

\emfoﬁm) < efzm\foﬁ?(n)
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Méthode Lebeau-Robbiano 5

Théoréme (Inégalité spectrale, Lebeau & Robbiano 1995)
Q un ouvert borné connexe de classe C> de R", w un ouvert non vide de Q.
o les fonctions propres de —A, de valeurs propres .

< Kf‘
| > M»!Lz o S8 Z Qb
A<

L2(w)

- Permet de contrdler a zéro les fréquences A\, < a0
- Dissipation de l'équation de la chaleur: fo = > apor
AR> 1
\emfoﬁm) < efzm\foﬁ?(n)

- Dissipation >> inégalité spectrale = controlabilité a zéro

- Ne dépend que de l'inégalité spectrale

- Démontre aussi controlabilité a zéro de d; + (—A)* avec a > 1/2
- Equations peu diffusives : dissipation < inégalité spectrale



Exemples d’équations peu diffusives 6

Chaleur fractionnaire (0; + (-A)*)f =1,u  (a <1/2)
- Inégalité spectrale en /u, dissipation en p®

- Pas controlable a zéro [Micu-zuazua, Miller, K]
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Chaleur fractionnaire (0; + (-A)*)f =1,u  (a <1/2)
- Inégalité spectrale en /u, dissipation en p®
- Pas contrdlable a z&ro [micu-zuazua, miller, K]

Grushin (0, — 9; — x*0;)f = U

- Inégalité spectrale en p, dissipation en p
- Controlable seulement en temps grand si w ——— | X

[Beauchard-Cannarsa-Guglielmi, Beauchard-Miller-Morancey, Beauchard-Dardé-Ervedozal
- Jamais controlable a zéro si w \ﬂ> o
[K, Duprez-K]




Exemples d’équations peu diffusives 6

Chaleur fractionnaire (0; + (—A)*)f =1,u (< 1/2)
- Inégalité spectrale en /u, dissipation en p®
- Pas contrdlable a z&ro [micu-zuazua, miller, K]

Grushin (0, — 9; — x*0;)f = U

- Inégalité spectrale en p, dissipation en p

- Controlable seulement en temps grand si w /"il X
[Beauchard-Cannarsa-Guglielmi, Beauchard-Miller-Morancey, Beauchard-Dardé-Ervedozal

- Jamais controlable a zéro si w \ﬂ> o
[K, Duprez-K]

Kolmogorov (0; — 92 + v2y)f = 1.u
- Inégalité spectrale en g, dissipation en /i v ;
- Controlable seulement en temps grand si w/‘%

[Beauchard-Zuazua, Beauchard, Beauchard-Helffer-Henry-Robbiano] v

— WV

- Jamais controlable a zéro si w
(K]




Equation de la demi-chaleur et
equation de Grushin



Equation de la demi-chaleur 7

Equation de la demi-chaleur

- Demi-laplacien : A(Zf(n)e’m) = Z|n|f(n)e’”x

nez nez
- Systeme de controle : (6; + V—-A)f(t,x) =1,u, x€T



Equation de la demi-chaleur 7

Equation de la demi-chaleur

- Demi-laplacien : A(Zf(n)e’m) = Z|n|f(n)e’”x
nez nez
- Systeme de controle : (6; + V—-A)f(t,x) =1,u, x€T

Théoréme (K 2017)
Soit T > 0 et w un ouvert strict de T. L'équation de la demi-chaleur

(O + V=D)f =1,u

n’est pas controlable a zéro sur w en temps T.



Non-contrdlabilité de I'équation de la demi-chaleur

Démonstration.
Tester inégalité d'observabilité avec g(t,x) = >_

S [an e 2T < C/

n>0 [0,T]xw

—ntpinx .
n>0 ane e’
2

dtdx

inx

a,e e
n>0




Non-contrdlabilité de I'équation de la demi-chaleur

Démonstration. _
Tester inégalité d'observabilité avec g(t,x) = > ,.,ae”"e™:

Z \aﬂ|2e_2”T < C/

n>0 [0,T]xw
- Chgt de variables:z = e~ ”’X

‘g‘fZ(m,T]xw)—/ > anz"” [

n>0
- Calcul en coordonnees polalres

9T, oy 277" [ | S an™

\'\(M o~ n>o

2
a,e”"e™| dtdx

n>0

dA(z

d)\




Non-contrdlabilité de I'équation de la demi-chaleur

Démonstration. _
Tester inégalité d'observabilité avec g(t,x) = > ,.,ae”"e™:

Z \aﬂ|2e_2”T < C/

n>0 [0,T]xw
- Chgt de variables:z = e~ ”’X

‘g‘fZ(m,T]xw)—/ > anz"” [

n>0
- Calcul en coordonnees polalres

9T, oy 277" [ | S an™

\'\(M o~ n>o

- Observabilité = pour tout p € CIX], IPlepo.e)) < Clplep)

2
dtdx

ane—ntemx

n>0

dA(z

d)\

D(0,e7T)

- Faux d'apreés le théoréeme de Runge (prendre py(z) — 1/z en dehors de
C\e’R,) O



Equation de Grushin 9

Equation de Grushin
(at - a)% _Xza)%)f(tvxvy) = 1wu(tvx7y)v X e Ray eT



Equation de Grushin 9

Equation de Grushin
(at - a)% _Xza)%)f(tvxvy) = 1wu(tvx7y)v X e ]Ray eT

«Plongement» de la demi-chaleur dans I'équation de Grushin

- Pour n € N, e=™7/2+inY fonction propre, valeur propre n
+ Solutions particuliéres : g(t,x,y) = e =M=/ 2+iny
n>0
- En la variable y : méme forme que les solutions de la demi-chaleur



Controle de l'équation de Grushin

Théoréme (K 2017)

Y
w=Rxwy
x Non-contrélable a zéro sur w (quelque soit T > 0)



Controle de l'équation de Grushin

Théoréme (K 2017)

y
w=Rxwy

x Non-contrélable a zéro sur w (quelque soit T > 0)

Théoréme (Beauchard-Dardé-Ervedoza 2018)
y

w=(a,b) xR
a x Contrélable a zéro sur w si et seulement si T > a%/2




Controle de l'équation de Grushin

Théoréme (K 2017)

y
w=Rxwy

x Non-contrélable a zéro sur w (quelque soit T > 0)

Théoréme (Beauchard-Dardé-Ervedoza 2018)
y

w=(a,b) xR
x Contrélable a zéro sur w si et seulement si T > a%/2

3

Théoréme (Duprez-K 2018)

w = {n(y) <x <7(y)} a=max(sup(y; ),sup(7"))
Contrélable a zéro sur w si T > a?%/2
X Non-contrélable d zéro sur w si T < a?/2

I




Controlabilité en temps grand

Démonstration.

- Temps minimum connu pour les bandes verticales
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Controlabilité en temps grand

Démonstration.

Udroite

- Temps minimum connu pour les bandes verticales
* Ugauche CONtrole a support sur une bande a gauche (possible si T > a%/2)

* Ugroite CONtrole a support sur une bande a droite (possible si T > a?/2)



Controlabilité en temps grand

Démonstration.

Udroite

- Temps minimum connu pour les bandes verticales
* Ugauche CONtrole a support sur une bande a gauche (possible si T > a%/2)
* Ugroite CONtrole a support sur une bande a droite (possible si T > a?/2)
- x troncature avec Supp(Vx) C w, x = 0 «a gauche de w» et x =1
«a droite de w»
- f= ngauche + (1 - X)fdroite-
(0 — 9% — X*37)f = XUgauche + (1 — X)Udroite + termes avec Vy, Ay O



Non-controlabilité en temps petit

Démonstration.

- Solutions particuliéres : g(t,x,y) = > _ ane™ "=/ p(z) = 3" g,z

n>0 n>0

2
- Minoration membre gauche : |g(T, -, -)[% > Z Jan”

=225 = ClPli )
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Démonstration.

- Solutions particuliéres : g(t,x,y) = > _ ane™ "=/ p(z) = 3" g,z

n>0 n>0

2
- Minoration membre gauche : |g(T, -, -)[% > Z Jan”

> i
3 —t4iy—x?/2 2 tee s 2
- Membre droit: CdVz=e 9o, mxw) = |p(2)]” dA(z) dx

e—2nT > (_“pﬁz(p(@;.f )

DX = {e—t+/'y—)<2/27 te [07 T]7 (va) € OU}
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Démonstration.

- Solutions particuliéres : g(t,x,y) = > _ ane™ "=/ p(z) = 3" g,z

n>0 n>0

o . . 2 anl® _onr 2
Minoration membre gauche : |g(T, -, )|z > Z We > ¢|Plizp(o.e-1))

- Membre droit : CdV z = e~t+¥=x72 . 19122(0.1)xw) = / |p(2)]? dA(z) dx
—o0 Dy
Dy ={e™V =72 te[0,T], (x,y) € w}
- Observabilité = pour tout p € C[X], [pli2(po.e 1)) < ClPle(k) O

D(0,e7T)




Opérateurs de «défaut»

Grushin borné
< (0= 0 —x°9))g(t,x,y) = 0, x € ]-1,1[, y € T, conditions de Dirichlet
« Fonction propre : vy(x) = wy(x)e=™72H" valeur propre : A, = N+pn

+ Solutions particuliéres : g(t,x,y) = | Qe /2Nty () =pnt
n>0



Opérateurs de «défaut»

Grushin borné
< (0= 0 —x°9))g(t,x,y) = 0, x € ]-1,1[, y € T, conditions de Dirichlet
« Fonction propre : vy(x) = wy(x)e=™72H" valeur propre : A, = N+pn

+ Solutions particuliéres : g(t,x,y) = » | Qe /2Nty () =pnt
n>0

Définition
(7(n)) une suite. H., l'opérateur sur les polynomes

H.y: Z anz" — ny(n)anz”

Trouver des estimations sur H, dans les bonnes normes



Estimation sur les opérateurs H.,

Théoréme
~ holomorphe bornée sur un demi-plan a droite. K un compact de C. U un

ouvert étoilé en zéro qui contient K. p = 3~ anz" € C[X]
Zy(n)a,,z” <C Zanz
n>0

n>0 Le=(K)

=)

|HyPlioeky < ClPlios(uy



Estimation sur les opérateurs H.,

Théoréme
~ holomorphe bornée sur un demi-plan a droite. K un compact de C. U un
ouvert étoilé en zéro qui contient K. p = 3~ anz" € C[X]

|HyPleo (k) < CIPlieo(uy Zy(n)a,,z” <C Zanz
n>0 Le=(K) n>0 > (V)
Démonstration. ! :
) _ n v, (2
wecky(Q) = Sk, Hhp(a) = 5= § 2 (2) pic)ac

- Theoreme : K, (¢) s'étend en une fonction holomorphe pour ¢ ¢ [1, +o00]

- Changement de chemin d'intégration :

1 1
S (Man?”| = |5 Y{ZK” @ p(Q) dc' < Clpli(o)

n>0

|H,p(2)| =




Estimation sur les opérateurs H.,

Théoréme
~ holomorphe bornée sur un demi-plan a droite. K un compact de C. U un
ouvert étoilé en zéro qui contient K. p = 3~ anz" € C[X]

[HyPlioe (k) < Clplise () > y(n)anz” <C Zanz
n>0 Le=(K) n>0 > (V)
Démonstration. ! :
) _ n v, (2
wecky(Q) = Sk, Hhp(a) = 5= § 2 (2) pic)ac

- Theoreme : K, (¢) s'étend en une fonction holomorphe pour ¢ ¢ [1, +o00]

- Changement de chemin d'intégration :

1 1
| =g £ 260 (¢)p0] s bl @

n>0
Appliquer ceci a y(n) = wy(x)e=*t :
2

/ Z anefnxz/zfnwinywn (X)efpﬂt

Dy n>0

|H,p(2)| =

2
dtdy < Caire(Dx)

e

Le=(U)



Equation de la chaleur
fractionnaire et equation de
Kolmogorov




Equation de la chaleur fractionnaire

Equation de la chaleur fractionnaire tournée
- Laplacien fractionnaire : (—=A)*f = F~(|¢]**Ff(€))
- Systéme de controle : (9 + z(—A)*)f(t,x) =1,U, XER
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Equation de la chaleur fractionnaire tournée

- Laplacien fractionnaire : (—=A)*f = F~(|¢]**Ff(€))
- Systéme de controle : (9 + z(—A)*)f(t,x) =1,U, XER

Théoréme (K 2018)

Soit T >0, R(z) > 0 et w un ouvert strict de R. L'equation de la chaleur
fractionnaire tournée

(0r + 2(=A)*)f =1,u

n'est pas contrélable a zéro sur w en temps T.



Equation de la chaleur fractionnaire

Equation de la chaleur fractionnaire tournée
- Laplacien fractionnaire : (—=A)*f = F~(|¢]**Ff(€))
- Systéme de controle : (9 + z(—A)*)f(t,x) =1,U, XER

Théoréme (K 2018)

Soit T >0, R(z) > 0 et w un ouvert strict de R. L'equation de la chaleur
fractionnaire tournée
(G +2(=2)%)f =1uu

n'est pas contrélable a zéro sur w en temps T.

Théoréme (K 2020)
Soit p holomorphe sur un voisinage conique C de R et tel que p(§) = o(|¢])
lorsque [£| — +oo, € € C. Soit w un ouvert strict de R et T > 0. L'equation

(0 + p(vV/=D))f(t,X) = 1,u(t,x), te]0,T], xeQ

n'est pas contrélable a zéro sur w en temps T.



Chaleur fractionnaire avec a < 1/2 : non-controlabilite

Q =R, w={x] > e}, R(z) > 0.
Non controlabilité de 9; + z(—A).

- Controlabilité < observabilité :
(O +2(=D)*)g =0 = [9(T, )@ < Clgliqo,nxw)



Chaleur fractionnaire avec a < 1/2 : non-controlabilite
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- Méthode du point col :

g(t,x) =0 <1e“/h> x| > e

[

g(t,X) — e!‘Xéo/hfxz/tho(h_za) |X| < 570 D
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Equation de Kolmogorov
(0r — 32 + V2O )f (t,x,v) = 1, u(t,x,v), X ER,v € R

«Plongement» de la chaleur fractionnaire dans 'équation de Kolmogorov
- Pour ¢ € R, e~ Vi&v/2+ix¢ fonction propre, valeur propre \/E
- Solutions particuliéres : g(t, x, v) :/]Ra(g)e‘\/@“’“/z)“Xf d¢
- En la variable x : méme forme que solutions de (8; + Vi(—Ax)"*)g(t,x) = 0

Théoréme (K 2018)

Soit T > 0, wy, un ouvert strict de R et w = w, x R. L'équation de Kolmogorov
n'est pas contrélable sur w en temps T.



Conclusion
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Faible diffusion = pas controlable en général
- Chaleur fractionnaire peu diffusive : pas controlable
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Quantité importante : distance d’Agmon maximum entre {x =0} et w?
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- Grushin : condition géométrique pour la controlabilité
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Problémes ouverts
- Chaleur fractionnaire sur variété générale? Termes d'ordres inférieurs?
- Grushin : condition geométrique générale? Phénomeéne sous-jacent?
- Kolmogorov : condition géométrique générale? Phénomeéne sous-jacent?

- Equation parabolique dégénérée générale?

That's all folks!
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