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Introduction

Contexte et définition du probléme



Controlabilité d’équations aux dérivées partielles

Q domaine de R, w un ouvert de Q and T > 0.

Définition (Controlabilité a zéro de I'équation de la chaleur sur w en temps T)

Pour toute condition initiale fo € L?(Q2), il existe un contrdle u € L?([0, T] x w)
tel que la solution f de :

of —Af =1,u, flaa =0, f(0)=/fo

verifie f(T,-) = 0 sur Q.
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Controlabilité d’équations aux dérivées partielles

Q domaine de R, w un ouvert de Q and T > 0.

Définition (Controlabilité a zéro de I'équation de la chaleur sur w en temps T)

Pour toute condition initiale fo € L?(Q2), il existe un contrdle u € L?([0, T] x w)
tel que la solution f de :

of —Af =1,u, flaa =0, f(0)=/fo
verifie f(T,-) = 0 sur Q.

Théoréme (Controlabilité a zéro de la chaleur (Lebeau & Robbiano 1995,
Fursikov & Imanuvilov 1996))

Q un ouvert borneé de classe C? de R", w un ouvert non vide de Q, et T > 0.
L'équation de la chaleur est controlable a zéro sur w en temps T.
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Observabilité : une notion duale a la controlabilité

Théoréme (Equivalence entre observabilité et controlabilité)
- L'équation &:f — Af = 1,u est controlable a zéro
si et seulement si

- pour toute solution de 9:g — Ag = 0,

19(T. iz < ClalEo,1xw):
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Observabilité : une notion duale a la controlabilité

Théoréme (Equivalence entre observabilité et controlabilité)
- L'équation &:f — Af = 1,u est controlable a zéro
si et seulement si

- pour toute solution de 9:g — Ag = 0,

19(T. iz < ClalEo,1xw):

Remarque
Dualité observabilité/controlabilité : phénomeéne général
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Méthode Lebeau-Robbiano

Théoréme (Inégalité spectrale, Lebeau & Robbiano 1995)
Q un ouvert borné de classe C*> de R", w un ouvert non vide de Q.
¢y les fonctions propres de —A, de valeurs propres Ap.

‘MXS:AL ak%’u( = Cer‘ Z GPr

L2(w)
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Méthode Lebeau-Robbiano

Théoréme (Inégalité spectrale, Lebeau & Robbiano 1995)
Q un ouvert borné de classe C*> de R", w un ouvert non vide de Q.
¢y les fonctions propres de —A, de valeurs propres Ap.

‘MXS:AL ak%’u( = Cer‘ Z GPr

L2(w)

- Permet de contrdler a zéro les fréquences A\, < a0

- Dissipation de l'equation de la chaleur: fo = > apdr
AR>

i |%Z(Q) < e ?Mfy |§2(Q)
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Méthode Lebeau-Robbiano

Théoréme (Inégalité spectrale, Lebeau & Robbiano 1995)

Q un ouvert borné de classe C? de R", w un ouvert non vide de Q.
¢y les fonctions propres de —A, de valeurs propres Ap.

‘MXS:AL ak%’u( = Cer‘ Z GPr

L2(w)

- Permet de contrdler a zéro les fréquences A\, < a0

- Dissipation de l'equation de la chaleur: fo = > apdr
AR>

i |%Z(Q) < e ?Mfy |§2(Q)

- Dissipation > inégalité spectrale = controlabilité a zéro
- Ne dépend que de l'inégalité spectrale
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Méthode Lebeau-Robbiano

Théoréme (Inégalité spectrale, Lebeau & Robbiano 1995)

Q un ouvert borné de classe C? de R", w un ouvert non vide de Q.
¢y les fonctions propres de —A, de valeurs propres Ap.

‘MXS:AL ak%’u( = Cer‘ Z GPr

L2(w)

- Permet de contrdler a zéro les fréquences A\, < a0
- Dissipation de l'equation de la chaleur: fo = > apdr
AR>
\emfoﬁzm) < efzut\foﬁzm)

- Dissipation > inégalité spectrale = controlabilité a zéro

- Ne dépend que de l'inégalité spectrale

- Démontre aussi controlabilité a zéro de d; + (—A)* avec a > 1/2
- Equation peu diffusives : dissipation < inégalité spectrale
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Exemples d’équations peu diffusives

Chaleur fractionnaire (0; + (-A)*)f =1,u  (a <1/2)
- Inégalité spectrale en /u, dissipation en p®

-+ Pas controlable a zéro [micu-zuazua, Miller]
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Exemples d’équations peu diffusives

Chaleur fractionnaire (0; + (-A)*)f =1,u  (a <1/2)
- Inégalité spectrale en /u, dissipation en p®
- Pas contrdlable a z&ro [micu-zuazua, Miller]
Grushin (0, — 9; — x*0;)f = U
- Inégalité spectrale en p, dissipation en p %
- Controlable seulement en temps grand si w ﬂ X

[Beauchard-Cannarsa-Guglielmi, Beauchard-Miller-Morancey, Beauchard-Dardé-Ervedozal

- Jamais controlable a zéro si w\<ﬂ N
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Exemples d’équations peu diffusives

Chaleur fractionnaire (0; + (-A)*)f =1,u  (a <1/2)
- Inégalité spectrale en /u, dissipation en p®
- Pas contrdlable a z&ro [micu-zuazua, Miller]
Grushin (0, — 9; — x*0;)f = U
- Inégalité spectrale en p, dissipation en p y
- Controlable seulement en temps grand si w ﬂ X

[Beauchard-Cannarsa-Guglielmi, Beauchard-Miller-Morancey, Beauchard-Dardé-Ervedozal

- Jamais controlable a zéro si w\<ﬂ N

Kolmogorov (8; — 82 + v20y)f = 1,u
- Inégalité spectrale en g, dissipation en /i /% X
- Controlable seulement en temps grand si w
[Beauchard-Zuazua, Beauchard, Beauchard-Helffer-Henry-Robbiano] 1% X
- Jamais controlable a zéro si w
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Equation de la demi-chaleur et équation de Grushin
Equation de la chaleur fractionnaire et équation de Kolmogorov
Systémes parabolique-transport

Conclusion
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Equation de la demi-chaleur et
equation de Grushin

Equation de la demi-chaleur



Equation de la demi-chaleur

Equation de la demi-chaleur

- Demi-laplacien : A(Zf(n)e’m) = Z|n|f(n)e’”x

nez nez
- Systeme de controle : (6; + V—-A)f(t,x) =1,u, x€T




Equation de la demi-chaleur

Equation de la demi-chaleur

- Demi-laplacien : A(Zf(n)e’m) = Z|n|f(n)e’”x

nez nez
- Systeme de controle : (6; + V—-A)f(t,x) =1,u, x€T

Théoréme (Non-contrélabilité de la demi-chaleur)
Soit T > 0 et w un ouvert strict de T. L'équation de la demi-chaleur

(O + V=D)f =1,u

n’est pas controlable a zéro sur w en temps T.




Non-contrdlabilité de I'équation de la demi-chaleur

Démonstration.

Tester inégalité d’observabilité avec g(t,x) = > ,., a,e~"e™:

2
dtdx

inx

a,e e

S [an e 2T < C/

n>0

[0,T]xw n>0




Non-contrdlabilité de I'équation de la demi-chaleur

Démonstration. _
Tester inégalité d'observabilité avec g(t,x) = > ,.,ae”"e™:

S [an e 2T < C/

n>0 [0,T]xw
- Chgt de variables:z = e~ ”’X

‘g‘fZ(m,T]xw)—/ > anz"” [

n>0
- Calcul en coordonnees polalres

90T, oy > / S a2

. n>O
D(0,e

2
a,e”"e™| dtdx

n>0

dA(z

d)\

Grushin
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Non-contrdlabilité de I'équation de la demi-chaleur

Démonstration. _
Tester inégalité d'observabilité avec g(t,x) = > ,.,ae”"e™:

S [an e 2T < C/

n>0 [0,T]xw
- Chgt de variables:z = e~ ”’X

‘g‘fZ(m,T]xw)—/ > anz"” [

n>0
- Calcul en coordonnees polalres

9T, oy 277" [ | S an™

p(0e=") >0

- Observabilité = pour tout p € CIX], IPlepo.e)) < Clplep)

2
dtdx

ane—ntemx

n>0

dA(z

d)\

D(0,e7T)

- Faux d'apreés le théoréeme de Runge (prendre py(z) — 1/z en dehors de
C\e’R,) O




Equation de la demi-chaleur et
equation de Grushin

Equation de Grushin



Equation de Grushin

Equation de Grushin
(0 — 07 —X°Of(t,x,¥) = T,u(t,x,y), XxER,y €T




Equation de Grushin

Equation de Grushin
(0 — 07 —X°Of(t,x,¥) = T,u(t,x,y), XxER,y €T

«Plongement» de la demi-chaleur dans 'équation de Grushin

- Pour n € N, e=™/2+iny fonction propre, valeur propre n

+ Solutions particuliéres : g(t,x,y) = | e~ M=/ 2+iny
n>0
- En la variable y : méme forme que les solutions de la demi-chaleur




Controle de l'équation de Grushin

Théoréme (Equation de Grushin sur des bandes horizontales)
Soit T > 0, w, un ouvert strict de T et w = R x w,. L'équation de Grushin n’est
pas contrélable sur w en temps T.




Controle de l'équation de Grushin

Théoréme (Equation de Grushin sur des bandes horizontales)

Soit T > 0, w, un ouvert strict de T et w = R x wy. L'équation de Grushin n’est
pas contrélable sur w en temps T.

Théoréme (Duprez-K 2018)

w={ny) <x <)}
a = max(sup(y; ), sup(v{")) a

- L'équation de Grushin est contrélable a zéro sur w en temps T > a?/2.

- L'équation de Grushin n’est pas contrélable a zéro sur w en temps T < a?/2.




Controlabilité en temps grand

Démonstration.

- Temps minimum connu pour les bandes verticales

Grushin
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Controlabilité en temps grand

Démonstration.

- Temps minimum connu pour les bandes verticales
* Ugauche CONtrole a support sur une bande a gauche (possible si T > a%/2)
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Controlabilité en temps grand

Démonstration.

Udroite

- Temps minimum connu pour les bandes verticales
* Ugauche CONtrole a support sur une bande a gauche (possible si T > a%/2)

* Ugroite CONtrole a support sur une bande a droite (possible si T > a?/2)

Grushin
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Controlabilité en temps grand

Démonstration.

Udroite

- Temps minimum connu pour les bandes verticales
* Ugauche CONtrole a support sur une bande a gauche (possible si T > a%/2)
* Ugroite CONtrole a support sur une bande a droite (possible si T > a?/2)
- x troncature avec Supp(Vx) C w, x = 0 «a gauche de w» et x =1
«a droite de w»
- f= ngauche + (’I - X)fdroite~
(8 — 8% — X20)f = XUgauche + (1 — X)Udroite + termes avec Vy, Ay O

Grushin

000e0



Non-controlabilité en temps petit

Démonstration.

- Solutions particuliéres : g(t,x,y) = > _ ane™ "=/ p(z) = 3" g,z
n>0 n>0

2
- Minoration membre gauche : |g(T, -, -)[% > Z Jan”

=225 = ClPli )




Non-controlabilité en temps petit

Démonstration.

- Solutions particuliéres : g(t,x,y) = > _ ane™ "=/ p(z) = 3" g,z

n>0 n>0

2
- Minoration membre gauche : |g(T, -, -)[% > Z Jan”

> i
3 —t4iy—x?/2 2 tee s 2
- Membre droit: CdVz=e 9o, mxw) = |p(2)]” dA(z) dx

e > clpliy )

Grushin
0000e



Non-controlabilité en temps petit

Démonstration.

- Solutions particuliéres : g(t,x,y) = > _ ane™ "=/ p(z) = 3" g,z

n>0 n>0

2
- Minoration membre gauche : |g(T, -, -)[% > Z Jan”

> i
3 —t4iy—x?/2 2 e 2
- Membre droit: CdVz=e 9o, mxw) = A |p(2)]” dA(z) dx

efznT > C‘pﬁz(ﬁ(w,u” )
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Non-controlabilité en temps petit

Démonstration.

- Solutions particuliéres : g(t,x,y) = > _ ane™ "=/ p(z) = 3" g,z

n>0 n>0

2
* Minoration membre gauche : |g(T, -, )|l > > lanl®

> i
3 —t4iy—x?/2 2 e 2
- Membre droit: CdVz=e 9o, mxw) = A |p(2)]” dA(z) dx

872HT > C‘Dﬁz(;’)([,\g,” )
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Non-controlabilité en temps petit

Démonstration.

- Solutions particuliéres : g(t,x,y) = > _ ane™ "=/ p(z) = 3" g,z

n>0 n>0

2
* Minoration membre gauche : |g(T, -, )|l > > lanl®

> i
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Non-controlabilité en temps petit

Démonstration.
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* Minoration membre gauche : |g(T, -, )|l > > lanl®

> i
3 —t4iy—x?/2 2 e 2
- Membre droit: CdVz=e 9o, mxw) = A |p(2)]” dA(z) dx
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Non-controlabilité en temps petit

Démonstration.
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Non-controlabilité en temps petit

Démonstration.
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Non-controlabilité en temps petit

Démonstration.
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Non-controlabilité en temps petit

Démonstration.
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Non-controlabilité en temps petit

Démonstration.
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Non-controlabilité en temps petit

Démonstration.
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Non-controlabilité en temps petit

Démonstration.

- Solutions particuliéres : g(t,x,y) = > _ ane™ "=/ p(z) = 3" g,z
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Non-controlabilité en temps petit

Démonstration.

- Solutions particuliéres : g(t,x,y) = > _ ane™ "=/ p(z) = 3" g,z

n>0 n>0

2
* Minoration membre gauche : |g(T, -, )|l > > lanl®

> i
3 —t4iy—x?/2 2 e 2
- Membre droit: CdVz=e 9o, mxw) = A |p(2)]” dA(z) dx

872HT > C‘Dﬁz(;’)([,\g,” )

+ Observabilité = pour tout p € C[X], |Plr(p0.e 7)) < ClPliee k) O

D(0,e7T)

Grushin
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Equation de la demi-chaleur et
equation de Grushin

Gestion des termes d’erreurs pour
Grushin borneé



Opérateurs de «défaut»

Grushin borné

< (0= O —X*)g(t,x,y) =0, x €]-1,1[, y € T, conditions de Dirichlet

- Fonction propre : vu(x) = wa(x)e~™72+", valeur propre : A, = n+pn

- Solutions particuliéres : g(t,x,y) = Y _ ane™ /2"y, (x)e= ot
n>0




Opérateurs de «défaut»

Grushin borné
(0 — 07 — X*8)g(t,x,y) = 0, x € ]-1,1[, y € T, conditions de Dirichlet
- Fonction propre : v,(x) = vvn(x)e*”XZ/”"”y, valeur propre : Ay = n+pp
- Solutions particuliéres : g(t,x,y) = Y _ ane™ /2"y, (x)e= ot
n>0
Définition
(7(n)) une suite. H, 'opérateur sur les polyndmes

Hyt ) an2" > y(n)anz"

Trouver des estimations sur H,, dans les bonnes normes




Estimation sur les opérateurs H.,

Théoréme
~ holomorphe bornée sur un demi-plan a droite. K un compact de C. U un

ouvert étoile en zéro qui contient K. p = >~ a,z" € C[X]
> o

n>0

<C
L (K)

> y(n)anz"

n>0

[Hy Pl k) < Clpliee(u)
L= ()




Estimation sur les opérateurs H.,

Théoreme
~ holomorphe bornée sur un demi-plan a droite. K un compact de C. U un
ouvert étoile en zéro qui contient K. p = >~ a,z" € C[X]

[HyPlisoxy < Clpliee(u) > _n(n)asz" <C|Y_an"
n>0 Le=(K) n>0 Le=(U)
Démonstration. . ’
) _ n I G Z
e () = Sa(ne", Hap@ = 5§ 3, () pe)ag

- Théoreme : K,(¢) s'étend en une fonction holomorphe pour ¢ ¢ [1, +oo]

- Changement de chemin d’intégration :

> (n)

n>0

|H,p(2)| =

1 1
| 1 @ p<c)d<' <Clpliey O




Estimation sur les opérateurs H.,

Théoréme
~ holomorphe bornée sur un demi-plan a droite. K un compact de C. U un

ouvert étoile en zéro qui contient K. p = >~ a,z" € C[X]

HyPlim(ry < ClPleqy | D 7(n)an2" <> an?"
n>0 Leo(K) n>0 Le=(U)
Démonstration. . ’
. _ n L Z
e () = Sa(ne", Hap@ = 5§ 3, () pe)ag

- Théoreme : K,(¢) s'étend en une fonction holomorphe pour ¢ ¢ [1, +oo]

- Changement de chemin d’intégration :

1 1
| 1 @ p<c)d<' <Clpliey O

> (n)

n>0

Appliquer ceci a y(n) = wy(x)e—rt

|H,p(2)| =




Equation de la chaleur
fractionnaire et equation de
Kolmogorov

Equation de la chaleur fractionnaire



Equation de la chaleur fractionnaire

Equation de la chaleur fractionnaire tournée

- Laplacien fractionnaire : (—=A)*f = F(|¢]**Ff(€))
- Systeme de controle : (0 + z(—A)*)f(t,x) =1,u, X€R




Equation de la chaleur fractionnaire

Equation de la chaleur fractionnaire tournée

- Laplacien fractionnaire : (—=A)*f = F(|¢]**Ff(€))
- Systeme de controle : (0 + z(—A)*)f(t,x) =1,u, X€R

Théoréme (Non-controlabilité de la chaleur fractionnaire tournée)

Soit T > 0, R(z) > 0 et w un ouvert strict de R. L'équation de la chaleur
fractionnaire tournée

(0 +2(=D)*)f =1

n'est pas contrélable a zéro sur w en temps T.




Chaleur fractionnaire avec a < 1/2 : non-controlabilite

Q=R w={|x| >¢€}, R(2) > 0.
Non controlabilité de 9; + z(—A)®.

- Controlabilité < observabilité :
(G +2(=D)*)g =0 = [9(T, )2 < 19l2q0,mxw)




Chaleur fractionnaire avec a < 1/2 : non-controlabilite

Q=R w={|x| >¢€}, R(2) > 0.
Non controlabilité de 9; + z(—A)®.

- Controlabilité < observabilité :
(0 +2(-=28)*)g =0 = [9(T, 2@ < 19liz(0,1xw)
* go qui se concentre en 0: go(x) = e=x/2h




Chaleur fractionnaire avec a < 1/2 : non-controlabilite

Q=R w={|x| >¢€}, R(2) > 0.
Non controlabilité de 9; + z(—A)®.

- Controlabilité < observabilité :
(0 +2(-=28)*)g =0 = [9(T, 2@ < 19liz(0,1xw)
* go qui se concentre en 0: go(x) = e—X/2h+ixgo/h




Chaleur fractionnaire avec a < 1/2 : non-controlabilite

Q=R w={|x| >¢€}, R(2) > 0.
Non controlabilité de 9; + z(—A)®.

- Controlabilité < observabilité :
(0 +2(-=28)*)g =0 = [9(T, 2@ < 19liz(0,1xw)
+ go qui se concentre en 0 : go(x) = x(hDy — & )e*72+ix&/h




Chaleur fractionnaire avec a < 1/2 : non-controlabilite

Q=R w={|x| >¢€}, R(2) > 0.
Non controlabilité de 9; + z(—A)®.

- Controlabilité < observabilité :
(0 +2(-=28)*)g =0 = [9(T, 2@ < 19liz(0,1xw)
+ go qui se concentre en 0 : go(x) = x(hDy — & )e*72+ix&/h

g(t,x) = cpeXéo/h=x/2h / x(€)e~ (€ /2h—tle+el/hi g
R




Chaleur fractionnaire avec a < 1/2 : non-controlabilite

Q=R w={|x| >¢€}, R(2) > 0.
Non controlabilité de 9; + z(—A)®.

- Controlabilité < observabilité :
(0 +2(-=28)*)g =0 = [9(T, 2@ < 19liz(0,1xw)
+ go qui se concentre en 0 : go(x) = x(hDy — & )e*72+ix&/h

g(t,x) = cpeXéo/h=x/2h / x(€)e~ (€ /2h—tle+el/hi g
R

- Méthode du point col :




Equation de la chaleur
fractionnaire et equation de
Kolmogorov

Equation de Kolmogorov
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Equation de Kolmogorov
(0r — 32 + V2O )f (t,x,v) = 1, u(t,x,v), x ER,v €R




Equation de Kolmogorov

Equation de Kolmogorov
(0r — 32 + V2O )f (t,x,v) = 1, u(t,x,v), x ER,v €R

«Plongement» de la chaleur fractionnaire dans l'équation de Kolmogorov

- Pour £ € R, e~ VI&v/2+ix¢ fonction propre, valeur propre +/i¢

- Solutions particuliéres : g(t,x,v) = / a(€)e= VEHV/2HixE g
R

- En la variable x : méme forme que solutions de (8; + Vi(—Ax)"*)g(t,x) = 0




Equation de Kolmogorov

Equation de Kolmogorov
(0r — 32 + V2O )f (t,x,v) = 1, u(t,x,v), x ER,v €R

«Plongement» de la chaleur fractionnaire dans 'équation de Kolmogorov
- Pour ¢ € R, e~ VE/2+ix¢ fonction propre, valeur propre /i€
- Solutions particuliéres : g(t,x,v) = /Ra(g)e’\/@(”“/”“xf d¢
- En la variable x : méme forme que solutions de (8; + Vi(—Ax)"*)g(t,x) = 0

Théoréme (Equation de Kolmogorov sur des bandes verticales)

Soit T > 0, wy, Un ouvert strict de R et w = w, x R. L'équation de Kolmogorov
n'est pas contrélable sur w en temps T.




Systémes parabolique-transport

Définition et probléme considéré



Systémes paraboliques-transport

L'équation :
O (t,X) 4+ Adf (t,X) — BOf(t,X) = 1,u(t,x), (t,x) € [0, 400 x T

/
B= (O O) , D+ D* définie positive; A= (A *> LA =A™
0 D % %

Couplage équations paraboliques et équations de transport
fr { (0: + AB)fn(t, X) + Apdif(t,X) = 1,Un(t, X)

f= (fp> (8 — DOZ + And)fp(t, X) + Andxfn(t,x) = 1,Up(t, X)

Cas particuliers de systémes paraboliques-hyperboliques dans la littérature

- [Rosier-Rouchon, Martin-Rosier-Rouchon, Chaves-Silva-Rosier-Zuazual
- [Ervedoza-Guerrero-Glass-Puel, Chowdhury-Mitra-Ramaswamy-Renardy, Chowdhury-Mitra]

- [lvanov-Pandolfi, Guerrero-Imanuvilov]

- [Albano-Tataru, Lebeau-Zuazual




Controlabilité des systémes paraboliques-transport

Théoréme (Beauchard-K-Le Balc’h 2019)
w un intervalle ouvert de T.

T = 27 — longueur(w)

minuESp(A’) |l
Alors

1. le systeme n’est pas controlable a zéro sur w en temps T < T%,

2. le systeme est contrélable a zéro sur w en temps T > T*.

Temps minimal = temps minimal pour 'équation de transport
Dans le cas

Ofn +A'0ufn = uply,

Solutions libres = somme de solutions se déplagant a vitesse py € Sp(A’).




Composantes paraboliques, composantes hyperboliques

Composantes de Fourier .
_BO2 + Ad)Xe™ = n? [ B+ LA ) xein™
(-8 !

Spectre de —B92 + Aoy .
Sp(—BaZ + Ady) = {n2 Sp (B + r’)A)}




Composantes paraboliques, composantes hyperboliques

Composantes de Fourier .
_BO2 + Ad)Xe™ = n? [ B+ LA ) xein™
(-8 !

Spectre de —B92 + Aoy .
Sp(—BaZ + Ady) = {n2 Sp (B + r’)A)}

Théorie perturbative ‘
Anr, valeurs propres de B + A. Perturbation de B: A\, — A € Sp(B)

© Si Mg # 0, N® Ak Mot n?Xy, : fréquences paraboliques
—+00

©Side=0,n%\ it inuy : fréquences hyperboliques
—+o00




Composantes paraboliques, composantes hyperboliques

Composantes de Fourier .
_BO2 + Ad)Xe™ = n? [ B+ LA ) xein™
(-8 !

Spectre de —B92 + Aoy .
Sp(—BaZ + Ady) = {n2 Sp (B + r’)A)}

Théorie perturbative ‘
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©Side=0,n%\ it inuy : fréquences hyperboliques
—+o00

- Bien posé si R(A,) > 0 et up € R




Composantes paraboliques, composantes hyperboliques

Composantes de Fourier .
(=B + Ady)Xe'™ = n? (B + /;A) Xe™
Spectre de —B92 + Aoy .
Sp(—BaZ + Ady) = {n2 Sp (B + r’)A) }

Théorie perturbative ‘
Anr, valeurs propres de B + A. Perturbation de B: A\, — A € Sp(B)

© Si Mg # 0, N® Ak Mot n?Xy, : fréquences paraboliques
©Side=0,n%\ it inuy : fréquences hyperboliques
—+00

- Bien posé si R(A,) > 0 et up € R

- Pas contrdlable en temps petit




Systémes parabolique-transport

Controlabilité en temps grand



Stratégie de controle

Découpler le systéme et controler




Stratégie de controle

Découpler le systéme et controler

- Pour uy, trouver u, qui controle les fréquences paraboliques en temps T

AN

\ I
0 T<T




Stratégie de controle

Découpler le systéme et controler

- Pour uy, trouver u, qui controle les fréquences paraboliques en temps T

AN

0 N\

7

- Pour uj, trouver uy, qui controle les fréquences hyperboliques en temps T




Stratégie de controle

Découpler le systéme et controler

- Pour uy, trouver u, qui controle les fréquences paraboliques en temps T

AN

0 N\

7
- Pour uj, trouver uy, qui controle les fréquences hyperboliques en temps T
- Si les deux étapes concordent, OK (sauf un nombre fini de fréquences)

- Forcer les deux problemes a s'accorder en choisissant u,, regulier et en
utilisant l'alternative de Fredholm




Stratégie de controle

Découpler le systéme et controler

- Pour uy, trouver u, qui controle les fréquences paraboliques en temps T

AN

0 N\

7
- Pour uj, trouver uy, qui controle les fréquences hyperboliques en temps T
- Si les deux étapes concordent, OK (sauf un nombre fini de fréquences)

- Forcer les deux problemes a s'accorder en choisissant u,, regulier et en
utilisant l'alternative de Fredholm

- Etape 1: contrdle a zéro d’une équation parabolique en temps T — T’ > 0

- Etape 2 : contrdle exact d'une équation hyperbolique en temps T’. Ok si
7= T




Nouveauté par rapport a Lebeau-Zuazua

Systémes de tailles arbitraires

- Stratégie décrite : Lebeau-Zuazua (1998) pour systémes linéaires de
thermoélasticité (onde-chaleur couplées)

- Notre travail : généralisation a des systémes de tailles arbitraires




Nouveauté par rapport a Lebeau-Zuazua

Systémes de tailles arbitraires

- Stratégie décrite : Lebeau-Zuazua (1998) pour systémes linéaires de
thermoélasticité (onde-chaleur couplées)

- Notre travail : généralisation a des systémes de tailles arbitraires

- Difficulté : valeurs propres et vecteurs propres de B + %A se comportent
mal lorsque n — +oo

- Solution : se passer de valeurs propres et de vecteurs propres

- Il suffit des projections propres totales : sommes de projections propres
associées a des valeurs propres proches (théorie perturbative de Kato...)

1 Projection sur les espaces propres associees
a des valeurs propres de M a l'intérieur de [’




Conclusion




Equations peu diffusives et contréle

Faible diffusion = pas controlable en général
- Chaleur fractionnaire peu diffusive : pas controlable

- Grushin : condition géométrique pour la controlabilité
Quantité importante : distance d’Agmon maximum entre {x =0} et w?

- Kolmogorov : condition géométrique pour la controlabilité




Equations peu diffusives et contréle

Faible diffusion = pas controlable en général
- Chaleur fractionnaire peu diffusive : pas controlable

- Grushin : condition géométrique pour la controlabilité
Quantité importante : distance d’Agmon maximum entre {x =0} et w?

- Kolmogorov : condition géométrique pour la controlabilité

Problémes ouverts
- Chaleur fractionnaire sur variété générale? Termes d'ordres inférieurs?
- Grushin : condition geomeétrique générale? Phénomene sous-jacent?

- Kolmogorov : condition géométrique générale? Phénoméne sous-jacent?

- Equation parabolique dégénérée générale?




Controle de systéemes paraboliques-transport

Systemes parabolique-transport ~ transport

- controlabilité dictée par les composantes de transport




Controle de systéemes paraboliques-transport

Systemes parabolique-transport ~ transport

- controlabilité dictée par les composantes de transport

Probléemes ouverts
- domaine général?

- moins de controles que d'équations?

- coefficient non constants?




Merci !
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